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Abstract 

Let G be a locally compact group which is cr-compact, endowed with a left Haar measure A. 
Dénote by e the unit élément of G, and by B an open relatively compact and symmetric neigh- 
bourhood of e. For every (p,q) bclonging to [1 ; +oo] 2 , we give an équivalent and a priori more 
manageable définition of the Banach space LJ qp ^(G), defined by R. C. Busby and H. A. Smith in 
PQ. In the case G is a group of homogeneous type, we look at the subspaces {L q ,L v ) a (G) of the 
space LJ qp }(G). Thèses subspaces are extensions to non abelian groups of the spaces of functions 
with intégrable mean, defined by I. Fofana in [2J. Finally we show that L a ' + °°(G) is a complex 
subspace of (L q ,L p ) a (G). 

Résumé 



Soit G un groupe localement compact cr-compact, muni d'une mesure de Haar à gauche A. Désignons 
par e l'élément neutre de G, et par B un voisinage ouvert relativement compact et symétrique de e. 
Pour tout couple (p, q) d'éléments de [1 ; +co], nous donnons une définition équivalente et à priori 
plus maniable de l'espace LJ q p j (G), défini par R. C. Busby et H. A. Smith dans 1 . Dans le cas où G 
est un groupe de type homogène, nous étudions les sous-espaces (L q , L p ) a (G) de l'espace L7 q p j(G). 
Ces sous-espaces sont des extensions aux groupes non abéliens, des espaces de fonctions à moyenne 
fractionnaire intégrable, définis par I. Fofana dans [2J. Nous montrons par la même occasion que 
L a ' + °°(G) est un sous-espace vectoriel complexe de (L q ,L p ) a (G). 
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NOTATIONS ET RESULTATS 



G est un groupe localement compact, a— compact, d'élément neutre e, muni d'une mesure de Haar à 
gauche notée A. 

Lo(G) désigne l'espace vectoriel complexe des classes d'équivalences modulo l'égalité A— presque 
partout des fonctions complexes A-mesurables sur G. Pour tout sous-ensemble E de G, x E désigne la 
fonction caractéristique de E. 

Pour tout élément p de [1 ; +00], |||| désigne la norme usuelle dans l'espace de Lebesgue L P (G). 

a) Considérons une U — V partition uniforme tt de G ( voir Définition 12. 1|) et deux éléments p et q 
de [1 ; +00] . 

Posons : 

► Pour tout élément / de L (G), 




► £( 9 , p) (G) = {/eLo(G)/ ||/||; p < +00} 



Il est démontré dans Q] que : 

• \I\ q<p ){G) i Illlg.p) es t un es P ace de Banach complexe. 

• si 1 < qx < q 2 < p 2 < Pi < +00, alors LJ q2 p2) (G) C LJ c 




b) Considérons un voisinage ouvert, relativement compact et symétrique B de e. 



Posons : 



► Pour tout élément / de Lq(G), 




► Pour tous éléments / et g de Lq(G), 

(/ * 9) ( x ) = Jg J ! (v)9{v x )d^(y) en tout point x de G où cela a un sens. 




pour presque tout élément x de G. 



Dans le paragraphe 2, nous démontrons que pour tous éléments p et q de [1 ; +00] , 
• l'espace (L q , L p ) (G) ne dépend pas de B (voir proposition ^. 8j) , 



• b \\\\qp est une norme sur L^ p {G) équivalente à la norme ||||^ p (voir proposition ^. 1011 
Ce deuxième résultat montre que l'espace (L q , L p ) (G) est identifiable à l'espace de Banach LJ q P )(G). 



A la suite de F. Holland, de nombreux auteurs ont étudié ces espaces dans le cas d'un groupe 
commutatif, en liaison avec les transformations de Fourier. 



c) Pour tout élément / de Lq(G), notons : 

► Xf la fonction de distribution de / définie sur [0 ; +00 [ par 



X f (s)=X({xëG / | /(s)|>*}), 

► /* sa fonction de réarrangement décroissante définie sur [0 ; +00 [ par : 

f(s)=mî{t>0/ X f (t)<s}, 

1 

1.1 \, hP = \ supi«/*(t) si f < q < p = +00 j 

t>0 

Sup/*(i) si q = p = +00 

► Pour tous éléments p et q de [1 ; +00] , 

L q ' p (G) = {/ € L (G) I < ( espace de Lorentz ). 

d) Dans le cas où G est un groupe homogène ( groupe simplement connexe, nilpotent et muni d'une 
famille de dilatations { S r , r > } ) , 
notons : 

► | | une norme homogène fixée dans G, 

► p sa dimension homogène, 

► 7 = mf{ce R; / \xy\ < c(\x\ + \y\ ),V(ij)êGxG}. 
V(x,r) e G x R* + , 

► B(x.r) = { y G G I \x~ l y\ < r } est la boule de centre x et de rayon r , 

► 7r,. désigne une B 1 r \ — B 2 f r ^ partition uniforme de G. 

V(q,p,a) e [1 ; +00] 3 , 



.. >u,.A (/>',.,) • «11/11^ , V/eL (G), 

r>0 



et 



(L», IP) a (G) = { / e L (G) I \\f\\^ a < +œ] . 

Nous remarquons que l'espace (L q , L +co ) a (G) coïncide avec l'espace classique de Morrey. 
Dans le paragraphe 4 nous montrons entre autres choses que pour tout élément (q,p, a) de [1 ; +00] 3 
tel que q < a < p, 

► L a (G) C (Li,LP) a (G) ( voir le corollaire O , 

► (i«,LP) Q (G) = L a (G) si a =p ou a = q (voir les propositions SU 523 et SU) , 

► L a >+°°(G) C (Li,LP) a (G) si q < a < p (voir les propositions S3 et EH]) . 

Ajoutons que dans le cas où la condition q < a < p n'est pas vérifiée, l'espace (L q , L p ) a (G) est égal 
à {O} , O désignant la classe des fonctions nulles A— presque partout (voir les propositions! 



L'intérêt des espaces (L q , L p ) a (G) est entre autres mis en évidence par le fait que les espaces L a (G) 
de Lebesgue, L a ' +oa (G) de Lorentz, (L q , L +oc ) a (G) de Morrey en sont soit des sous-espaces, soit des 
cas particuliers. Il faut aussi remarquer que de par leur définition, ces espaces (L q , L p ) a (G), sont 
étroitement liés aux multiplicateurs et se prêtent bien à l'étude de l'opérateur maximal fractionnaire de 
Hardy-Littlewood (voir 2J). Nous nous proposons dans un prochain travail d'étudier les propriétés de 
continuité de cet opérateur et de l'intégrale fractionnaire dans ce cadre. 

2 L'ESPACE DE BANACH (L«, L p ) (G) 

Rappelons quelques propositions et définitions tirées de pQ. 

Dfînition 2.1 Soient UetV deux voisinages ouverts et relativement compacts de e tels que U C V. On 
appelle U — V partition uniforme de G, toute partition tt de G en boreliens telle que 

ME E tt, 3x E e E I x E U C E C x E V. 

Proposition 2.2 Si U est un voisinage ouvert relativement compact et symétrique de e, alors il existe 
une U — U 2 partition uniforme de G. 

Proposition 2.3 Soient tt et tt' deux partitions uniformes de G, p et q deux éléments de [1 ; +oo], il 
existe un réel positif M = M(tt,it') tel que pour tout élément f de Lq(G), nous ayons 

ii/ii;' p <mii/ii; p . 

Proposition 2.4 Soient tt une U — V partition uniforme de G, K et L deux boréliens de G relativement 
compacts. Il existe un réel n^{K, L) > 1 tel que toute translatée à gauche de L rencontre au plus n^(K, L) 
ensembles xeK , avec E élément de tt. Nous pouvons prendre 

Proposition 2.5 Soient tt une U — V partition uniforme de G et K un borélien de G relativement 
compact. Toute translatée à gauche de K rencontre au plus n^{V,K) éléments de tt. 

Enonçons aussi ce lemme dont la preuve est immédiate. 

Lemme 2.6 Soient N,K et O des sous-ensembles de G. 

Si A (N) = 0, K est relativement compact et O est ouvert, alors il existe un sous-ensemble fini 

n 

{y\\y%\ . ■ ■ ;y n } de K\N tel que K c U ^O. 



A l'aide de ces résultats, nous allons démontrer l'équivalence des normes et b avec B 

un voisinage ouvert relativement compact et symétrique de e. Mais pour cela, nous avons besoin des 
propositions suivantes : 

Proposition 2.7 Soient {p 7 q) un élément de [1 ; +oo] 2 et B un voisinage ouvert relativement compact 
et symétrique de e. Pour tout élément f de (L q ,L p ) (G), 

a ) (\f\ q * X B ) ( x ) es t fi™ pour tout x élément de G. 

b) \f\ q * X B es t continue sur G. 

Preuve : Soient / un élément de (L q ,L p ) (G) et x un élément de G. 

a) Il existe un sous-ensemble A—mesurable N de G tel que : 

A (TV) = 

VyeGVV, \\fx yB \\ q <+oo 

D'après le lemme [2751 il existe un sous-ensemble fini {yi; y 2 ; • ■ ■ ; Un} de xB\N tel que xB C Uy^-B. 
Par conséquent, 

n 

(l/l ? *xJ(*)<£ll/^IIJ <+œ - 

i=l 

b) On considère une suite (x n ) n>0 d'éléments de G qui converge vers x. 
Il existe un voisinage compact K de e, tel que 

x n x^ eifVneîf. 



Par conséquent, 

lim \(\f\ q *X B )(x n )-(\f\ 9 *X B )(x)\< Km x (\f\ 9 X K J - (\f\ q X K J 



= 0. 
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Proposition 2.8 Soient B\ et B2 deux voisinages ouverts, symétriques et relativement compacts de e, 
p et q deux éléments de [1 ; +00]. 71 existe une constante réelle C — C(B±, Bi) telle que : 

b 2 \\f\\ q , p <C Bl ||/|| 9iP i 

pour tout élément f de Lq(G). 

Preuve : Soit / un élément de Lq(G). Il existe un sous-ensemble fini {yi; y^\ ... ; y n } de Bi tel que 
B 2 C U B m . 

i—l 

Par suite, pour tout élément y de G, 

1 n 1 

(\f\ q *x B2 )"(y)<E[(\f\ q *x Bl )(yyT 1 )V si <?<+^ 

î=l 

n 

ll/x,B a || +00 < El|/x wfll || +00 si 9 = +°° 

i—l 

En prenant la norme L P (G) des deux membres de chacune des inégalités, nous obtenons le résultat 
désiré. ■ 



On déduit de ce qui précède que les normes b \\\\ qp sont équivalentes pour différents choix de B. 



Remarque 2.9 Soit p un élément de l'intervalle [1 ; +00], on a (L P ,L P )(G) 
Preuve : Elle est immédiate à partir de la définition de 3 II llgp- m 



= L P (G). 



Proposition 2.10 Soient p et q deux éléments de [1 ; +00] . Pour tout voisinage ouvert relativement 
compact et symétrique B de e et pour toute partition uniforme tt de G, il existe deux constantes réelles 
Ci = C\(B,tt) et C2 = C2(-B,7r) telles que pour tout élément f de Lq(G), 

C\ B\\f\\ q . p <\\f\\l P <C 2 B \\f\\ qp . 

Preuve : Soient B\ et B2 deux voisinages ouverts symétriques et relativement compacts de e, tels 

que 

B\ C B 2 et B\ C B. 

Désignons par tt une B\ — B\ partition uniforme de G. Pour tout élément E de tt, 

3x° E eE I x° E B 1 CE C x E B\ 
VxEE, E c xB 
Posons : 

T(E) = {E' e tt I E n E'B ± 0} et T y = {E e tt / E n yB ^ 0} , 

pour tous éléments E de tt, et y de G. 
D'après la proposition ^. 51 

card T(E) < n^Bf ; B\B), et card T y < n„(Bf,B). 
Soit / un élément de Lq(G). Nous avons : 
D'une part 



H/xJI,< 



ll/x 



E llqr 



< 



X(B 1 )- 1 J E (\f\U XB ^(x)dX(x) 



(L/T*xJ* 



+00 



HBi)- 1 J E \\fx vB \\ P +QC dX(y) 



si p < +00 et q < +00 
si p = +00 et q < +00 

si p < +00 et ç = +00 



II/Xe ll+oo — 

pour tout élément E de tt. 

D'où en prenant la norme £ p (tt) des deux membres de chacune des inégalités, nous obtenons 



|£ < C2 b \\f\\ q p 1 °ù C2 est une constante indépendante de /. 



D'autre part, 



(\f\ q *X B V q (y)<nABÏ,B) L * I E ||/x Ein!/ fl||!] si g <+co et p < +«3 



(I/I^XbÎMvJ^Mbî.bîb)!!/^ 

||/X y s|| Iqq — ll/X 



g, +00 



EET V 



1: l+oo X x o B 2 B 



(?y) 



si g < +00 et p = +00 
si q = +00 et p = +00 



pour A— presque tout y dans G. 

D'où en prenant la norme L P (G) des deux membres de chacune des inégalités, 



nous obtenons B ||/|| < C 1 1 ||/ l|7r 



Q.P 



Remarque 2.11 Soient p et q deux éléments de [1 ; +00] . 

1- La vrovosition [2~. lŒ montre que l'espace (L q , L p ) (G) est indépendante du voisinage ouvert symétrique 
et relativement compact B utilisé pour sa définition (ce qui justifie notre notation) 

2- Soit tt une partition uniforme de G. Sachant que (l^ p (G), | ||g P J es t un espace de Banach 
complexe, il est aisé de voir à partir de la proposition \2.1Œ que : 

pour tout voisinage ouvert symétrique et relativement compact B de e, b \\ \\ qp est une norme 
sur (L q ,L p ) (G) = Lg p (G), équivalente à la norme || \\q P - 

3 ESPACE LP) a {G) 

Dans tout ce paragraphe, G est un groupe homogène. 

Au vu de la définition de l'espace (L q , L p ) a (G) , la proposition 12.101 prend la forme plus précise 
suivante : 

Proposition 3.1 Soient (p, q) un élément de [1 ; +00] 2 , r un réel strictement positif et f un élément 
de (L q ,L p ) (G). Alors il existe deux constantes Ci — Ci (7, p) et Ci = G2 (7, p) telles que nous ayons : 

Ci H/li;; <r-î B(e , r) \\f\\ g<p <C 2 H/li;;. 

Preuve : Posons 

Bi — S / „ \ . B? = B^/ \ et B — Bi P r \ . 

Remarquons que : 

B\B (Bf) 1 Bi C 5( eir(7 3 + | 7+ i)) et B {B\) 1 B x C B^^^y 
D'après la relation (p} de la proposition 12.41 et les propriétés de la mesure À, nous avons : 

{BlBÏB) < Hwi) _ w+}7+*))' _ (4T , + 37 3 + 27V _ 

«... (Bl B) < HgtS^W = (V + V) » > 

*(*(■*)) 

A(S)=r», A(B,)=(^)' etA(B2)=(- 27j 

Le résultat annoncé s'obtient en reprenant la démonstration de la proposition 12.101 et en tenant 
compte des précisions ci-dessus. ■ 

Proposition 3.2 Soit (a,p,q) un élément de [1 ; +oo] 3 . 

a) (L q ,L p ) a (G), est un sous-espace vectoriel complexe de (L q ,L p ) (G). 

b) L'application f 1 — ► ||/|L pa définit une norme sur (L q ,L p ) a (G). 

Preuve : Elle est immédiate à partir des définitions des normes || \\* r et || || a . m 



Proposition 3.3 Pour tout triplet (a,p,q) d'éléments de [1 ; +00] . 

(L q ,L p ) a (G) muni de la norme |||| g „ Q , est un espace de Banach complexe. 

Preuve : Soit (/«) neN , une suite de Cauchy dans (L q , L p ) a (G). Pour tous entiers naturels n et m, 
nous avons : 

||/n — /m||g lP — \\fn ~ fm\\q t p lCt ■ 

Par conséquent, (/„)„ gN est une suite de Cauchy dans l'espace de Banach (L q , L p ) (G), et par suite 
y converge vers un élément /. 

De même, ( ||/ n |L ) étant de Cauchy dans M, y converge vers un réel M > 0. 

V q - p - / neN 

Pour tout réel r > et tout entier m > 0, 

\(B (e , r) )»-«\\f\\^ = \{B M )yJf m -f m + f\\* 

< a (i? (e ,,)) — \\f m f q : p + a (s (e>r) ) ||/ m - /||;; 

< ll/m|| 9 , p , a + A(B (eir) )^||/ m -/||^. 

Donc pour tout réel r > 0, A (-B( e , r )) ||/||^ < M. 

_ 1 

Ainsi, / est un élément de (L q ,L p ) a (G), puisque supA (Bt er \) a * |/||g r < +00. 

r>0 

Soit un réel e > 0. 

Il existe un entier naturel mo tel que pour tous entiers naturels m' > ttiq et m" > mo, nous ayons : 

A (^r))""* Il/m' - /m» < " /m» ||,, p , Q < £, W E M* . 

Donc, pour tout réel r > et tout m' > mo, 

A (B (e ,,)) — ||Jw - /||;; P = Hm A {B^ r) )^ \\f m , - f m n ||£ < e. 

Par conséquent, pour tout m' > mo, \\f m ' — f\\ q p a < £■ 
D'où (f n ) neN converge dans (L q , L p ) a (G) vers /. ■ 

Proposition 3.4 Soit (p,q,a) un élément de [1 ; +00] 3 avec l<q<a<p< +00. Il existe deux 
constantes C± et Ci telles que pour tout élément f de (L q ,L p ) (G), nous ayons : 

Ci ||/IU Q < supA (B {e , r) ) - - «-' Bm \\f\\ q<p < G 2 11/11 . 
Preuve : Elle est immédiate à partir de la proposition 13.11 ■ 

Proposition 3.5 Soient a,q et p des éléments de [1 ; +00]. 

Si a < q, alors (L q , L p ) a (G) = {O}, où O désigne la classe des fonctions nulles X— presque partout 
sur G. 

Preuve : Soit / un élément de (L q ,L p ) a (G). 

Posons A = \\f\\ q ^ a . 

Pour tout réel strictement positif r, 




et puisque ± - ± > 0, 



Hm ||/||^ = 0. 
Si p < alors nous avons pour tout réel strictement positif r, 



l 9 = ll/C<ll/C P . 



Donc / = O. 

Supposons q < p. 

Puisque / est un élément de (L q ,L p ) a (G), f est localement intégrable. Considérons un sous- 
ensemble compact K de G. 
Posons : 

r = inf {r > / K C B (e>r) } , 

et pour tout réel r, 

T K ,r ={E G 7iy / EnK ^ 0} . 

Pour tout réel r > r , 

if C B( e ,r)) 

et 

\\fx K \\ 9 q = E ll/x E ll^<(47 4 + 3 7 2 )" ( £ \\fxjA <(4 7 4 + 3 7 2 )"(||/||- 
Donc, 



||/x,ll 9 <(4 7 4 + 3 7 2 )" Ç^JfWZ) =° 



Et puisque G est cr-compact, / est nulle A— presque partout sur G. 
Le cas où p = q est trivial, car \\f\\p p = \\f\\ p . ■ 



Lemme 3.6 Supposons que 1 < p < 6 < +oo et posons : 

V?y G G h(y) = \y 

Alors, pour tout élément a de R^_, 

k(8;p; a) 

Preuve : a) Supposons que 1 < p. 



< +oo. 

p' 



1 < p < 8 < +oo 1 < 8' < p' < +oo =>■ p < p'^ < +oo. 

Par conséquent, d'après le corollaire 1.6 de [3J, il existe un nombre réel Go dépendant uniquement de G, 
tel que : 

V6 G ]a ; +oo[ / M"^ dÀfo) - ^ (a" d - b- d ) , 

JB le>b) \B^ a) a 



avec d = p I ^ - 1 J . 



En faisant tendre b vers +00, il vient 



_ [ C a- d 
p> \ d 



< +00. 



b) Si p = 1 alors p' = +00 et 



hx 



G \ B (e,a) 



a & < +00. 



+00 



Lemme 3.7 Supposons 1 < p < 9 < +00, 1 < q < +00 et posons 

Va; G G g(x) = (7 + 7|a;|)~^ . 
Alors pour tout élément e de ]0 ; 2j[, nous avons : 



Vr G 



-B( e ,r-) 



SX 



G\B 



Preuve : Considérons un élément (e, r) de x tel que e < 2-f et r < 
l er cas q — 1 ; c'est-à-dire que g' = +00. 
Considérons deux éléments i et y de G vérifiant 

Nous avons 

G -B( e .r) et donc < r 

a; ^ S (e>£) et donc £ < |x| < 7 (|j/| + |x|) < 7 |y| + jr. 

£ £ 

e < 7 \y\ + 7r ==>• r < |y| — < |y| 

7 7 

\y\ <j(\x\ + Ix-^-y]) < j\x\ +jr < j\x\ + § < j\x\ +7 =*> (7 M +7)"^ < M"^ 
Ainsi 



et par suite 



5(e,r) 



,9X 



+ 00, p 



, < k{6 ; p ; ^). 



2 eme cas 1 < q c'est-à-dire que q' < +00. 
Considérons un élément y de G. 



(j G \g(x)\ q x G \ B(eE) 0*0 x BB(e , r) (^)dA(x)) 7 
(/ G l5^)l 9 'x GXB(eie) ( œ )Xfl (eiP) (ïT 1 ^) dA(aO)*' 



Nous avons pour tout élément u de -B( e ,r) i 



yu G G\B {e>e) =^e< \yu\ < 7 (|y| + r) =► £ - r < |y| => |- < |y| 



Donc, 



< 



, Jg 



(w)Xb,.., («)dA(«) 



Or, pour tout élément u de B^ e r ^ nous avons 



\y\ < i(\yu\ + M) < 7 \v u \ + 7 r < 7 M + 7 



Par suite 



Ainsi 



t < A (B( er )) ^ \y\ °> Xgx (y). 
1 ("■^) 



fJX 



G \ s <=,.) 



< 



q',p> 



k(9; p; |-)A( J B (e;r) )7 



Proposition 3.8 Supposons que q,p et a sont des éléments de [1 ; +00] tels que p < a. 
Alors (L*,LP) a (G) = {0} . 

Preuve : Soit / un élément de (Li,U y ) a (G). 
Supposons que : 

• 6, e et r sont des réels tels que : p < 9 < a, 0<e<2jet0<r< 

• Vx e G g(x) — (7 + 7 |a;|)~^ 
Nous avons 



20 



fox 



G\B, 



Î9X 



G\l 



1,1 - UJ "«j 



,9X 



G\i 



Or d'après la proposition [371] il existe un nombre réel C dépendant uniquement de G tel que 



< C 



q',p' 



, , X ( B (e,r)) 



g ,p 



En plus d'après le lemme [3~71 



9X 



G \ B <e,e) 



<k(6; p; — )A(fl (eir) ) 
9 >p ^7 



Par conséquent, 



/ 9Xg\b, 



^CHO-p; -)\( B{e>r) )» »\\f\\ q ^ a 



- — — étant strictement positif, nous obtenons 



f9X G \i 



(e,e) 



en faisant tendre r vers dans l'inégalité précédente. 

Or pour tout élément x de G\Bi e)S \, g(x) ^ 0. Donc, 



En faisant tendre e vers 0, nous obtenons / = 0. ■ 

Les propositions 13.51 et 13.81 montrent que l'espace (L q ,L p ) a (G) est non trivial uniquement lorsque 
q < a < p. 



Proposition 3.9 Soient (qi,pi,a\) et (q2,P2,&2) deux éléments de [1 ; +oo] 3 tels que q\ < ai et 
q 2 < a 2 - Si 

111 111 111 

— + — = - < 1, — + — = - <l et — + — = -, 

qi 92 q Pi P2 P ol x a 2 a 

alors, pour f et g éléments de L (G), nous avons : 



11/011 NI 
Preuve : Elle est immédiate à partir des définitions des normes et |||| çpQ ,- 



4 LIEN AVEC LES ESPACES DE LEBESGUE ET DE LORENTZ. 

Remarque 4.1 Soient Pi,P2,Qi,Q2 et a des éléments de [1 ; +oo] tels que qi < q 2 < a < p2 < Pi- 
Alors 



'<?i ,pi, a 



< 



1 \p(±-+-) 



2l 



<q2,P2,a 



et 



pour tout élément f de L (G). 



igi,gi,gi "■> "gi 



Preuve : Elle est immédiate à partir de la définition de la norme 



\\q,p,a ' 



Proposition 4.2 Soit q un élément de [1 ; +oo[ et f un élément de {L q ,L + °°) (G). 



\ q = SU P B(e r) Il/H +Q0 
r>0 



Preuve : Soient / un élément de (L q ,L +co ) (G), y un élément de G et r un réel strictement positif. 



=>(e,r) 



Donc, pour tout réel r > 0, 



\f(t)\ q dX(t) 



yB (e , r) 



< 



\f(t)\"d\(t) 



3 (e,r) \\J Uq,- 



y£G 



, + 00 = fXy B < 



Par conséquent, 



sup B(e , r) \\f\\ q . +oc = Hm S(er) ll/H +DO < H/ll . 

r>0 ' ' Je 



Si sup B (e r) ll/H +oc = +oo, alors l'égalité s'ensuit. 

r>0 

Supposons : 



SUp B (e , r) ll/H, 
r>0 



+ oo = M < +0O. 



Pour tout réel r > 0, nous avons : 



B (e ,r) ll/llg, + c 



< M. 



Cela signifie que pour A— presque tout y dans G et pour tout réel r > 0, 

| y-lf(t)\ 9 d\(t) <M". 



D'où 

||/||,<M = H up fl( . ir) ||/||, i+00) 



r>0 

puisque 



™PfB l .Jv-*f®\ 9 W) = \\v-*f\\l=\\fK 



r>0 

Corollaire 4.3 Pour tous éléments p,q et a de [1 ; +oo] tels que q < a < p, 

< ll/L V / e L (G). (2) 

Par suite, L a (G) C {L q ,LP) a (G). 

Proposition 4.4 Soit q un élément de [1 ; +oo]. // existe une constante K = K(~f,p) telle que pour 
tout élément f de Lq{G), 

^l|/]] g <l|/]] g)+ oo, 9 <ll/ll 3 - 

Par suite, L«(G) = {L q ,L+°°) q (G). 

Preuve : Soit / un élément de Lq(G). Nous avons ||/|L +oc q < ||/|| g , d'après la relation ([2]) . 
Par ailleurs, pour tout réel r > 0, nous avons d'après la proposition 13. 11 

B Ce , r) ||/|| g , +00 <G||/n;; +00 ; 

ce qui signifie que 

sup B te , r) ||/|| g , +00 < Csu P ||/||;; +00 = c||/|| 3i+ 



, . OO.Q 

r>0 r>0 



D'OÙ 



^||/]] g <||/]] g , +00 , g < 



puisque ll/H = sup B(s>r) ||/|| 

r>0 



Proposition 4.5 Soient p et q deux éléments de [1 ; +oo], avec 1 < ç < p < +oo. ./Vous 

(L q ,L p ) q {G) =L q (G). 
Plus précisément si 1 < q < p < +oo, aZors existe une constante C — C {"f,p,p,q) 



|, )M <||/|| 9 <c||/|| giM 



pour tout élément f de Lq(G). 



Preuve : Soit / un élément de Lq(G). 
Nous avons ||/|| < ||/|| , d'après le corollaire! 
Si p = q, alors il n'y a rien à démontrer. 
Si q < p = +00, alors nous retrouvons la proposition 14.41 
Supposons q < p < +00. Pour tout réel r > 0, 
</ 
</ 



= ! G \f{x)\ q x B ^ r) {x)d\{x) 



E J B \f(x)\ q XB(e Jx)dX{x) 

_E_ J G l(/xJWrx B(e , r) W^(x) 



EeT c 



< E ll/x E || 9 ? <(4 7 4 + 3 7 2 )" 



E ll/xj? 



Donc, pour tout réel strictement positif r, 



< 



(4 7 4 + 3 7 2 ) i 



ce qui signifie que 



11/11, < (4 7 4 + 3 7 2 



p(p-g) 



D'où, 



\ q , p , q < ll/H, <(4 7 4 + 3 7 2 ) J 



p(p-q) 



Proposition 4.6 Soient p et q deux éléments de [1 ; +00] teZs gue q < p et f un élément de Lq(G). 
Alors il existe une constante C — C ( 7 ,p,p, q) telle que 



< 11/11 < Cl 



>q,p,p ' 



Par suite, LP{G) = {L q ,LPf (G). 

Preuve : Soit / un élément de Lq(G) 
Nous avons ||/|| 9î , p < ||/|| p , d'après le corollaire [43] 
Si p = q, ou ||/|| 9)P! p = +00, alors nous avons ||/|| g)î , iP 
Supposons p ^ q et ||/|| g)P)P < +00. 
Pour tout réel r > 0, nous avons : 



et 



A (iV)H ll/C+oo < 



lg,+oo,+oo 



< +00 



b m ll/ll 9 , + oc<(4 7 5 + 3 7 3 + 2 7 2 ) 



II f\\irr 
Ng,+oo 



si q < p — +00, 



3(e,r) \\J Uq 



p < A (B M )' (4 7 4 + 3 7 2 ) î (4 7 5 + 3 7 3 + 2 7 2 ) ■ 



si g < p < +00. 



Posons 



Nous avons : 



fr(x) 



A (-B(e.r)) JB ( 



\f(t)\"dX(t) 



2\P 



lim/ r (z) = |/(z)| < (4 7 5 + 3 7 3 + 2 7 2 ) 



pour A— presque tout x dans G. Par conséquent, 



| +00 <(47 5 + 37 3 + 2 7 2 ) P |l/ll g , +00 , +c 



Par ailleurs, 



f/(x)d\(x) 



G 



< (4 7 4 + 3 7 2 ) " (4 7 5 + 3 7 3 + 2 7 2 ) ' \\f\\ q ^ p . 



D'où, d'après le lemme de Fatou, |/| p est intégrable et 

11/11, < (4 7 4 + 3 7 2 ) t (4 7 5 + 3 7 3 + 2 7 2 ) ' H/ll^ . 
Par suite (L«, Z,p) p (G) = L P (G). ■ 

Proposition 4.7 Soif (q,p,a) un élément de [1 ; +oo] 3 tels que q < a < p. Il existe une constante 
C = C(q,p,a, p) telle que 



ll/IU a <C||/|i; +0o , V/eL (G). 
Par suite, L a ' +QC (G) C (L q ,L p ) a (G). 

Preuve : Soit / un clément de L Q < +00 (G). 
1 er cas : supposons p = +oo. 

Pour tout réel r > et pour A— presque tout x dans G, nous avons 



(l/| 9 *XB (e , r) )W= / \f{t)\ q Xe^Jt)d\{t) 



Puisque 1 < q < a, nous avons d'après la condition dite de Kolmogorov [J], 



< 



q \a~ q 

Par conséquent, pour A— presque tout x dans G 



(i/r 



u — q 



H/t, + ooA(5 (e , r) )'- 



imi:, + ooMB( e , r) ) ; 



Donc, 



(l/l 9 *: 



< 



a — q 



Ce qui peut encore s'écrire : 

A(S (e , r) ) è ^ B (a>r) ||/H 9 , +tX) < 

D'où, 

< 



i/ii;. 



la, +00 ' 



2 eme cas : supposons que p < +00. 



Posons f3 =[l + l-l 



P a , 

01 a 1 a 

Alors 1 < [3 < +oo, 1 < — < +oo et - = — + — - 1. 

q p p a 

Puisque \f\ 9 est un élément de L^' +oc {G) et \ B ^ un élément de L /3 (G), 

\f\U XB(er) £L z «(G), 



et 



1111 

Remarquons que — = — | . 

(iq q p a 

Nous avons, pour tout réel r > 0, 



;<cii/n; i+00 A(B (e , r) )* + i- 



L/T*x B(e , 

Ce qui peut encore s'écrire, pour tout réel r > 0, 

\(B {e , r) )«-*-° B (e , r) ii/iu<c||/n; i+00 . 

D'où, 



■ 1 ' B(., P , ii/iu<^ii/ii:, + oo 



||/|| 9)Pia <C"supA(B(e ;r) ) 

r>0 

En fait, l'inclusion de la proposition précédente est stricte. 

Proposition 4.8 Soit (q,p,a) un élément de [1 ; +oo] 3 tel que 1 < q < a < p. Considérons dans G 
une famille de boules 

{/A,,., , -, /l<j<E (2"(" +1 )) + 1 ; n e N*} , 

où E (2 p (™ +1 )) désigne la partie entière de 2 p ^ n+1 \ vérifiant les conditions suivantes : 
i) > 7 (l + 7 + 2 7 2 ) 2^,V(fc,. 7 ) e {l;2;3;...;i?(2^) + 1} 2 , 

i 7^ k ; 

nj pour io?rf entier n > 1, 



(œjj)" 1 ^ > 7 (l+7 + 2 7 2 ) 2^ 2 , V(fc,j) G {1;2;3;...; J B(2^+ 1 )) + l}\ 



ef 



(*2) *5 



> 2 7 2 



22 p( " +1) +i _|_ 2 fc ^" + 2~™~ 1 - 2 2P<, " +1>+1 - 2 j ~ m - 2~ m ~ 1 
V (m, k,j) € {1; 2; 3; ... ; n} x {l; 2; 3; ... ; £ (2^+D) + 1} x {l; 2; 3; . . . ; E (2^"+ 1 )) + 1} , 
avec m ^ n ou j ^ k. 
Posons : 



B ( 2 p("+i))+i 
U 



s = u 

n>l 

/ = X E - 

yliors, / est un élément de (L q ,L p ) a (G) qui n'est pas dans L a ' +OD (G). 



Preuve : La famille |-B( x n 2 -»-i) / 1 < j < ^ (2 p (™ +1 )) + 1 ; n e N*| , est composée de boules 
deux à deux disjointes. 

En effet, soient m et n deux entiers naturels non nuls, tels que m > n, 

(k,j)e {l;2;3;...;S(2"(™+ 1 )) + 1} x {l; 2; 3; . . . ; E (2"( m+1 )) + l} . 

Si a est un élément de B^ x „ 2 -n-i) H 2 -m-i) avec j ^ fc, alors nous avons : 



7 2- n < 2 7 2 2-« < 2 7 2 ( 2 2P<m+1) + 1 + 2J-" 1 + 2 



< 



(xD^xf < 1 {\{x n k ) l a\ + \a~ 1 xf\) < 7 2"" ; 



ce qui est impossible. 

Par conséquent (-E n )„>i est une famille d'ensembles deux à deux disjoints. 
Ainsi, nous avons 

B (2"("+ 1 ))+i 

a ( E ) = j2ME n) = E x (*(.?,»—)) = E[ £ ( 2P(ri+1) ) + !] ( 2 ~ n ~T = +°°- 

n > 1 n > 1 j — 1 



n>l 



Par conséquent, 



D'où, 



f*{t) = ini{s > 0,\({x G G I \f(x)\ > s}) <t} = l.Vi G 



Ia, + oo =SUpt-/*(t) =SU P i« =+OC. 
t>0 t>0 



Par ailleurs, pour tout réel r > 0, nous avons : 



B(2"<" + 1 )) + 1 

E 



(A (^nB M ))«dA(i) 



j=l (»y,-y2-n-l(l+r2»+l)) 



car, si S/ „ 2 -n-i) H B( x , r ) 7^ alors 
Soit n un élément de N*. 

a) Supposons r = 2~ n ~ 1 ~ t 1 avec t un entier naturel. 
Alors, 



< 7 (2-"- 1 + r) = 72-™- 1 (f + r2 n+1 ) . 



i — 1 — 1 



M S (e,r))" " * B (e ,r) l|X En || 9iP 
"_E(2"("+ 1 )) + 1 



< r 



j=i (x^, 7 2-"-i(i+2-' ! j v j ; / 



car i? 



( x » l7 2-n-i(i +2 -<)) n B (xï,72-«- 1 (l+2-<)) 

Donc, 



5, si 1 < j < k < E (2^" +1 )) + 1. 



A (B( e ,r)) 

< (2- n - 1 



L — l — 1 

a q p 



B (e,r) \\XE n \\q m p 



( 2 p(«+i) + 1) ( 7 2-"- 1 (l + 2- £ )) p (2-"- 1 - £ )"" 



< 2 (^+§-ê) 7 f ( 2 -'(è-*)) n . 



C'est à dire que 



A^))"" 1 "" B(e , r) || Xe J| 1iP < d (2-"(è-è)) n ; 



avec Ci = 2^ p » «/7p. 

b) Supposons r = 2~"~ 1+£ , avec £ un entier naturel non nul. 



Si 1 < £ < ^^L 1 ]" , alors pour tout a; dans G, la boule Bç x2 -n-i+t) ne peut rencontrer plus 



d'une boule B 



(x S ,2-»-i) 



i\ ; car, 



2/fc G £?( Xi2 -n-l+*) H B( x n 2 -n-l) 
î/fe' G B( x 2 -^-l + l) H )2 -n-l) 

Ce qui est impossible si k ^ k' , au vu de l'hypothèse 
Nous avons par conséquent : 



{xiy'xl < 7 (2 7 2 + 7 +l)2 



JL_i_i 

a q p 



M S (e,r)) 



é(2"<" + 1 )) + 1 

E /b, , .(A(£ B nB M ))«rfA(x) 



< 2/ , (n+ l)(i-i) 2 £±l 7 |_ 



( 2 p(«+i) + l) (^-"^(l + 2 £ )) p (2-"- 1 ) 



Ainsi, 



A(iV))»" W *<.,, ||X E J| 9 , P < 2^ + f-é 7 f S i 1<^<^ 



(n + l)a 



a- r, (n + 1) a , 

Si £ > , alors nous avons : 

a — 5 



A (-B(e,r)) 

< r Ka~è~p) 



B (e,r) W'X.En \\ q .p 



< r 



ê(2"("+ 1 ))+1 

E J B , x (A(£ n nB M ))«dA(x) 

J = l [x»,T2-»-l(l+2<)J 



£(2"("+ 1 ))+l 

E / B , x A(S n )îdA(x) 



< (2-"- 1+£ ) 

< 2 



( 2 p(«+i) + y ( 7 2-"-i(i + 2*))" [(2"("+ 1 ) + 1) (2-"- 1 )"] " 



Ainsi, 



M^))*"" S(e ,J|x E J| g , p <(2-^))%f2^-K^)^>^±i. 
Donc, pour r = 2~"~ 1+£ , avec l entier naturel non nul, nous avons : 

A (B( e ,r)) 

„ / P P + 1 I 1 „( 1 1 ~\ P+l 1 P P £ 

avec 62 = max( 7 p 2 p^« p w p) -, 2 p ? = 7 p). 
Nous pouvons donc dire à partir de a) et b) que si r = 2~ m , m étant un entier relatif, alors 



i-i-i n n / „ri n\» 

" ' " 5(e,ol|X E J| 9 , p <C 2 (2-^-,)) ; 



1 _ 1 _ 1 



A(S (e>r) )"-5-5 B(ar) \\ XE J gp < C 3 (2-"(è-è)) 



avec C3 = max(Ci, C2). 



c) Supposons r quelconque. 

Il existe un unique entier relatif m tel que 2~ m ~ 1 < r < 2~ m . par conséquent, 

\(B ( ^ r) ) a « * B(6iP) ||x En || 9ip < A (B( e2 -m-i)) a * p s (e2 _ m) ||x Bb ||, iP 

<2-^-|-|)c 3 (2-H^-|))". 

Donc, pour tout réel r > 0, 

a (JV))*"*"* B ( .. r) ||x En || ïiP < Q ( 2 -"(i-i))" , 

avec C 4 = 2" p (°"^p)c 3 . 

Ceci étant vrai pour un entier quelconque n de N*, nous avons : 

A(S (eir) ) è -«-' B(e , r , ll/IU<E^(2- p ^-^)" = g 4 2 '^/-M ' WeR +- 

„>! 1 - 2 ^» 

D'où, H/ll < supA(B (eiT .))--«-' B(e , r) < ^4 2 "%'iv < +oo. ■ 

r>0 ' 1-2 V Œ PI 

Les remarques faites par le référé nous ont permis de préciser certains de nos résultats. Qu'il trouve 
ici l'expression de notre profonde gratitude. 
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